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In this article, we extend to the quantum case the classical result of Dixmier,
Ž .according to which, up to localization, the enveloping algebra of sl C is anq 1
central polynomial extension of the enveloping algebra of some parabolic subalge-
bra. In fact, the latter has a semiinvariant element d by which it is sufficient to
localize to obtain the result. The methods we use here are quite different from
those used by Dixmier. Indeed, in the quantum case, the powers of the indetermi-
nate q would make calculations similar to those of Dixmier much too complicated.
On the other hand, when we use the Rosso form, which allows us to work in the
Ï Ž Ž ..Hopf dual of U sl C , the calculations become much easier than they wouldq nq1
Ï Ž Ž ..be in U sl C . Q 1999 Academic Pressq nq1
INTRODUCTION
Fondamentale dans le cas classique, la localisation de Dixmier de
Ž Ž .. w xU sl C a ete utilisee par Moeglin 13 pour decrire les ideaux primitifsÂ Â Â Â Ânq1
Ž .completement premiers de l'algebre enveloppante de sl C , demontrantÁ Á Ânq1
w xainsi la conjecture de 5, 6.12 .
De plus, bien qu'etant un resultat beaucoup plus fin, notre quantifica-Â Â
Ï Ž Ž ..tion permet d'affirmer que le corps des fractions de U sl C estq nq1
isomorphe au corps des fractions d'une certaine algebre de Weyl quan-Á
w xtique. Ainsi nous demontrons la conjecture de Gelfand et Kirillov 7 dansÂ
Ï Ž Ž ..le cas de U sl C .q nq1
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w xSignalons que, dans le cas quantique, Joseph a prouve dans 10 que laÂ
Ž q.conjecture de Gelfand et Kirillov est vraie pour la sous-algebre U nÁ q
y Ï ÏŽ Ž .. Ž . Ž .resp. U n de U g engendree par les generateurs canoniques de U gÂ Â Âq q q
Ž .de poids positif resp. de poids negatif lorsque g est une algebre complexeÂ Á
w xde Lie semi-simple et q est generique. Caldero 4 a egalement prouve laÂ Â Â Â
w xconjecture de Gelfand et Kirillov pour le groupe quantique C G associe aÂ Áq
une C-algebre de Lie g semi-simple ou q est un nombre complexe nonÁ Á
q ÏŽ . Ž .racine de l'unite et pour la sous-algebre U n de U g . On trouveraÂ Á q q
w xegalement dans 1 une preuve de la conjecture de Gelfand et Kirillov pourÂ
q ÏŽ . Ž . Ž .U n lorsque g est de type A et aussi pour U sl et U sl .q n q 2 q 3
Cet article utilise un certain nombre de resultats que nous avonsÂ
w xdemontres dans 6 .Â Â
Ï Ž Ž ..Notons U [ U sl C l'algebre enveloppante quantifiee simplementÁ Âq nq1
Ž . Ž w x. yconnexe de Drinfeld et Jimbo de sl C cf. 12, 3.1 et U la sous-nq1
algebre de U engendree par les generateurs canoniques y de U de poidsÁ Â Â Â i
Ž . Ž .negatif. Pour l dans le reseau des poids de sl C , on note t lÂ Â nq1
l'element du tore correspondant.Â Â
w xD'apres 8, 7.1.17 , puisque le tore de U est le tore du reseau des poids,Á Â
Ž .on sait que le centre de U, note Z U , est un anneau de polynomes en nÂ Ã
indeterminees z , . . . , z .Â Â 1 n
Ž .Notons p la sous-algebre parabolique maximale de sl C formee desÁ Ânq1
matrices de trace nulle dont les coefficients de la derniere ligne sont nulsÁ
Ï Ž .sauf le dernier. Soit P [ U p la sous-algebre de Hopf de U correspon-Áq
dant a p.Á
w xDans 6 nous avons montre les resultats suivants:Â Â
}Il existe une sous-algebre G de U telle que la multiplication G m P “Á
w xU soit un isomorphisme d'espaces vectoriels 6, Th. du par. 1 .
Dans le cas classique, G correspondrait a l'algebre enveloppante de laÁ Á
Ž .sous-algebre de sl C formee des matrices de trace nulle dont tous lesÁ Ânq1
coefficients sont nuls sauf ceux de la derniere ligne.Á
Dans le cas quantique, qui nous interesse ici, G est la plus petiteÂ
Ž .sous-algebre de U contenant g s t a y et stable par l'action adjointeÁ n n n
y Ž Ž ..de U a etant la nieme racine simple de sl C . L'algebre G est doncÂ Á Án nq1
engendree par les g pour 0 F i F n avec g s 1, g s g , et g sÂ Ä Ä Ä Äi 0 n n i
Ž .ad y g pour tout 1 F i F n y 1.Äi iq1
w x}D'apres 6, Th. du par. 2 , pour 1 F i F n, les generateurs z duÁ Â Â i
centre de U s'expriment lineairement en fonction des g , pour 0 F j F n, aÂ Ä Áj
coefficients dans P. Autrement dit, pour tout 1 F i F n, il existe p g P,i, j
0 F j F n, uniques, tels que
n
z s g p . 1Ž .ÄÝi j i , j
js0
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w xD'apres 6, 3.2 , il existe d g P tel que l'espace engendre par lesÁ Â
semi-invariants de P pour son action adjointe soit un anneau de polynomesÃ
en la variable d.
Nous allons montrer dans cet article qu'en quelque sorte la matrice
Ž .P s p , ou plutot sa transposee, est inversible et que le semi-in-Ã Âi, j 1F i, jF n
variant d est un determinant de P. Ceci nous permettra, en utilisantÂ
l'isomorphisme G m P “ U, d'en deduire l'analogue quantique de la loc-Ä Â
Ï Ž Ž ..alisation de Dixmier pour U sl C .q nq1
Ž .Nous remarquons d'abord que la formule 1 est l'analogue quantique
w x Ž Ž ..de la formule de 5, 2.7 . Or, pour obtenir la localisation de U sl Cnq1
dans le cas classique, Dixmier a montre que la matrice analogue a laÂ Á
Ž w x.matrice P dans le cas classique est admissible cf. 5, 1.2 en prouvant les
Ž w x.points suivants cf. 5, 1.10, 2.11 :
}premierement, les elements de la n-ieme colonne sont deux a deuxÁ Â Â Á Á
permutables c'est-a-dire commutent deux a deux;Á
}deuxiemement, pour j s 1, . . . , n et l s 1, . . . , n y 1, il existe uneÁ
Ž Ž ..derivation de U sl C transformant la nieme colonne en la jieme etÂ Á Ánq1
s'annulant sur la l ieme colonne.Á
Nous inspirant de ce procede, nous montrons ici l'analogue quantiqueÂ Â
de l'admissibilite de la matrice P.Â
Ainsi, dans la premiere partie, nous obtenons d'abord, dans le lemmeÁ
1.1, l'analogue quantique du deuxieme point ci-dessus, ce qui ne pose pasÁ
de difficultes. Par contre, le premier point est plus delicat a demontrer etÂ Â Á Â
necessite des methodes differentes de celles utilisees par Dixmier. PlutotÂ Â Â Â Ã
que de travailler dans U, ou nous n'avons pas de formule explicite pour lesÁ
p , nous nous placËons dans le dual de Hopf de U grace a l'application R:Ã Ái, j
Ž w x.U “ U* associee a la forme de Rosso cf. 8, 7.1.22 car nous avonsÂ Á
Ž . Ž w x.calcule l'expression des R p cf. 6, 2 . Ainsi, pour 1 F s F n fixe, nousÂ Âi, j
determinons dans les lemmes 1.5 et 1.6 deux expressions differentes pourÂ Â
Ž . Ž .R p R g utilisant, d'une part les proprietes de l'application R quiÂ Âs, n n
n'est pas un morphisme d'algebres, d'ou la difficulte, et d'autre part, lesÁ Á Â
relations entre les elements du dual de Hopf de U. Nous en deduisonsÂ Â Â
alors, dans le theoreme 1 et le corollaire 1.1, les relations de commutationÂ Á
entre p et les generateurs de l'algebre G ainsi que, dans le corollaireÂ Â Ás, n
1.2, le premier point requis pour l'admissibilite d'une matrice.Â
Dans la seconde partie, considerant la matrice P et ses proprietes quiÂ Â Â
decoulent de la premiere partie, nous montrons, dans le theoreme 2, queÂ Á Â Á
le semi-invariant d ci-dessus n'est en fait, a un scalaire multiplicatif nonÁ
nul pres, qu'un determinant classique de P. Nous montrons alors, dans lesÁ Â
lemmes 2.5 et 2.6, que chaque g d, pour 1 F j F n, s'exprime lineairementÄ Âj
en fonction de z , . . . , z et de z s 1 a coefficients dans P. Enfin nous enÁ1 n 0
deduisons, dans le theoreme 3, que l'ensemble des puissances de d est uneÂ Â Á
Ž .partie oreenne de P et de U et que, si U resp. P designe le localise de UÂ Â Âd d
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Ž .resp. de P par rapport a d, nous avons, grace a la multiplication,Á Ã Á
l'isomorphisme des espaces vectoriels suivant
P m Z U “ U .Ž . Äd d
NOTATIONS
w xLes notations sont celles utilisees dans 6 c'est-a-dire essentiellementÂ Á
w xcelles de 8, 11, 12 .
Le corps de base est note K. C'est un corps commutatif contenant C,Â
l'indeterminee q et les puissances q1r k pour k g N*.Â Â
Ž .  4nL'ensemble des racines simples associe a sl C est note p [ aÂ Á Ânq1 i is1
et les poids fondamentaux ˆ pour 1 F i F n. Nous notons r [ Ýn ˆ .i is1 i
Ž . nLe reseau des poids est P p s Ý Zˆ , l'ensemble des poids dominantsÂ is1 i
qŽ . n Ž .est P p s Ý Nˆ . On note W p le groupe de Weyl associe a p et wÂ Áis1 i 0
Ž .son plus long element. Dans P p nous definissons la relation d'ordreÂ Â Â
suivante: n F m m m y n g Np .
Ï Ž Ž .. Ž .U [ U sl C a pour generateurs x , y , t "ˆ pour 1 F i F n. UÂ Âq nq1 i i i
est une sur-algebre de Hopf de l'algebre quantifiee de Kac]MoodyÁ Á Â
Ž Ž .. Ž .U sl C engendree par x , y , t "a pour 1 F i F n. Ainsi lesÂq nq1 i i i
w xgenerateurs de U verifient-ils les relations de 11, 3.1, 4.3, 4.8; 12, 3.1 .Â Â Â
On pose h [ q2 y qy2 .
Nous notons m, D, « , et S respectivement la multiplication, le copro-
Ž .duit, l'augmentation, et l'antipode de U. Pour u g U, nous notons D u s
Ž .u m u en omettant le signe somme et definissons D par D u s u m u .Â1 2 0 0 2 1
y Ž q. ŽSoit U resp. U la sous-algebre de U engendree par les y resp. parÁ Â i
Ï.les x pour 1 F i F n et U est la K-algebre du tore engendre par lesÁ Âi 0
Ž .t "ˆ pour 1 F i F n. On a la decomposition triangulaire suivante:Âi my qÏU m U m U , U comme K-espaces vectoriels.0
Ž . Ž .Nous definissons l'action adjointe de U par ad u ¤ s u ¤S u pour toutÂ 1 2
Ž .u, ¤ g U avec D u s u m u . Rappelons que l'action adjointe satisfait aÁ1 2
Ž . Ž . Ž . Ž .la regle de Leibnitz, a savoir ad a bc s ad a b ad a c si D a s a m aÁ Á 1 2 1 2
Ž w x.cf. 8, 1.3.1 .
y Ž q. y Ž q.Soit V resp. V la sous-algebre de U resp. de U engendree parÁ Â
y Ï qŽ . Ž .les y resp. par les x pour 1 F i F n y 1. Soit V [ m V m U m V .i i 0
V est une sous-algebre de U.Á
Ž .Soit e s t x et g s t y pour 1 F i F n ou t [ t a .Ái i i i i i i i
L'algebre G de l'introduction est aussi la sous-algebre de U engendreeÁ Á Â
Ž .par le V-module ad V g . Soit aussi E la sous-algebre de U engendree parÁ Ân
Ž .le V-module ad V e . Grace notamment aux relations de Serre quantiques,Ãn
Ž .on montre facilement que l'algebre G resp. E est engendree par les gÁ Â Äi
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Ž . Ž .cf. l'introduction resp. par les e pour 0 F i F n, ou les e sont definisÄ Á Ä Âi i
Ž .par e s e , e s ad x e pour 1 F i F n y 1 et e s 1.Ä Ä Ä Än n i i iq1 0
Ž .Soit w un sous-ensemble de p . Nous notons G resp. E la sous-algebreÁw w
Ž .de U engendree par les g resp. par les e pour a g w. On poseÂ i i i
Ï q Ï Ï y ÏŽ . Ž . Ž . Ž .U b [ m U m E et U b [ m G m U . Nous avons alors aussi laq 0 p q p 0 mÏdecomposition triangulaire suivante G m U m E , U comme espacesÂ p 0 p
Ž .vectoriels. Soit P [ m V m E . P est une sous-algebre de U, isomorpheÁ
wcomme K-espace vectoriel a V m E d'apres 6, lemme 1.2 et propositionÁ Á
x1.2 .
Soit M un U-module a gauche de dimension finie et M* son espace dualÁ
qui est naturellement muni d'une structure de U-module a droite. SoitÁ
j g M* et ¤ g M. Nous notons cM , ou c s'il n'y a pas de confusionj , ¤ j , ¤
Ž . Ž .possible, l'element de U* tel que c u s j u.¤ pour tout u g U. NousÂ Â j , ¤
Ž . Mdesignons par C M l'espace vectoriel engendre par les c pour j g M*Â Â j , ¤
et ¤ g M.
Le dual de Hopf de U, que nous notons Uw, est l'espace vectoriel
Ž .engendre par les C M ou M decrit l'ensemble des U-modules a gauche deÂ Á Â Á
Ž w x. w x wdimension finie cf. 8, 1.4.5 . D'apres 8, 1.4.3 , U est une algebre deÁ Á
Hopf dont la multiplication est D*, transposee du coproduit D de U etÂ
le coproduit m*, transposee du produit m de U. De plus, Uw est muniÂ
de structures de U-modules a gauche et a droite grace aux actions de UÁ Á Ã
suivantes: a.c s c et c .a s c pour a g U, j g M*, et ¤ g Mj , ¤ j , a¤ j , ¤ j a, ¤
Ž w x.cf. 8, 1.4.4 .
Ž .Soit n g P p . Nous notons M l'espace des vecteurs de M de poids n .n
 < Ž . Ž . Žl, n . 4On a M [ m g M ;l g P p t l .m s q m . Remarquons que Un
est un U-module a gauche pour son action adjointe et que l'on a U sÁ
[ U .nn g Z p
qŽ . Ž .Pour l g P p , nous notons L l le U-module a gauche simple deÁq
w xplus haut poids l defini comme dans 11, 5.4 : c'est un K-espace vectorielÂ
Ž . Ž Ž ..de dimension finie. On pose C l [ C L l .q
Ž .  4nq1Dans L ˆ on considere la base B s ¤ de vecteurs de poids telsÁq n j js1
que ¤ soit de poids ˆ et ¤ s y ¤ pour 2 F j F n q 1. Soit1 n j nq2yj jy1
« s ˆ y ˆ pour j s 1, . . . , n q 1 avec ˆ s ˆ s 0. Alors,j nq1yj nq2yj 0 nq1
 4nq1pour 1 F j F n q 1, ¤ est de poids « . Soit B* s j la base duale dej j i is1
L qŽˆ n. Ž .B et c [ c . Alors C ˆ est l'espace vectoriel engendre par les cÂi, j j , ¤ n i, ji j
pour 1 F i, j F n q 1.
Ž . Ž Ž ..Quotient de l'algebre tensorielle de L ˆ , L L ˆ sÁ q n q n
nq1 jŽ Ž .. w x[ L L ˆ est definie comme dans 6, 2 . Rappelons que nous avonsÂq njs1
nq1Ž Ž ..les isomorphismes de U-modules a gauche suivants L L ˆ , K et,Á q n
nq1yiŽ Ž .. Ž . Ž .pour 1 F i F n, L L ˆ , L ˆ . Pour w , . . . , w dans L ˆ ,q n q i 1 j q n
jŽ Ž ..nous notons w n ??? n w l'image de w m ??? m w dans L L ˆ .1 j 1 j q n
Pour 1 F s - t F n q 1, on a ¤ n ¤ s yqy2 ¤ n ¤ et ¤ n ¤ s 0.s t t s s s
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Ž .Pour tout 1 F i F n, nous munissons L ˆ de la base B [q i i
 4¤ n ??? n ¤ ou 1 F s - ??? - s F n q 1. A un scalaire mul-Ás s 1 nq1yi1 nq1y i
tiplicatif non nul pres, ¤ n ??? n ¤ est le vecteur de plus haut poidsÁ 1 nq1yi
Ž . Ude L ˆ . Nous notons B la base duale de B dont les elements sontÂ Âq i i i
notes j n ??? n j . Pour 1 F j F n on note C j l'ensemble desÂ s s nq11 nq1y i
 4parties de 1, 2, . . . , n q 1 a j elements ordonnes du plus petit au plusÁ Â Â Â
 4 jgrand. Soit S s s - ??? - s dans C . On pose ¤ [ ¤ n ??? n ¤ et1 j nq1 S s s1 j
j [ j n ??? n j . Alors ¤ est de poids « [ « q ??? q« . Pour S, T gS s s S S s s1 j 1 j
C j , on notera indifferemment c on c ou c .Ânq1 j , ¤ S, T s n ??? n s , t n ??? n tS T 1 j 1 j w xNous notons R la forme de Rosso definie sur U = U comme dans 6, 2Â
w x Ž w xou comme dans 15 elle est egalement definie dans 8, 3.3.3 ou 7.1.8 maisÂ Â
.il faut faire les changements de notations necessaires : c'est une formeÂ
bilineaire ad-invariante non degeneree sur E = G definie par les for-Â Â Â Â Â Âp p
mules suivantes,
i R gt l e, g 9t l9 e9 s R g , e9 R e, g 9 qŽy1r4.Žl , l9.Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .
Ž .pour g, g 9 g G , e, e9 g E , et l, l9 g P p .p p
iiŽ .
y2q
R e , g s yd = pour 1 F i , j F n et R 1, 1 s 1.Ž . Ž .j i i , j 2 y2q y q
Ž .d designe le symbole de Kronecker.Âi, j
iii R a, bb9 s R = R D a , b m b9 etŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .
R aa9, b s R = R a m a9, D bŽ . Ž . Ž .Ž .0
Ï y Ï qŽ . Ž .pour b, b9 g U b et a, a9 g U b .q q
iv R g , e s q4Ž r , n .R e , gŽ . Ž . Ž .yn n n yn
Ž . Ž .pour g g G , e g E avec n g Np .yn p yn n p n
v R s'annule sur G = E et sur E = GŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .ym ymp p p pn n
lorsque m / n .
Soit R: U “ U* l'application de Rosso associee, c'est-a-dire telle queÂ Á
Ž . Ž .R u ¤ s R u, ¤ pour u, ¤ g U.
Lorsque l'on munit U* de l'action adjointe de U definie par a.j sÂ
Ž Ž ..ad S a *j , pour a g U et j g U*, alors R est un homomorphisme
w xinjectif de ad U-modules; cf. 8, 7.1.22 .
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Ž .Notons Z U le centre de U et, pour 1 F s F n, z l'unique invariant, aÁs
Ž . Ž .un scalaire multiplicatif non nul pres, du U-module ad U t y4ˆ . On aÁ s
Ž . w x w xZ U s K z , . . . , z . Dans 6, Th. du par. 2 , nous avons obtenu l'egaliteÂ Â1 n
Ž . Ž .1 cf. l'introduction et avons montre de plus que, pour tout 1 F t F n,Â
Ž . Ž .R p g C ˆ est donne par la formule suivante, en posant r s n qÂs, t s
1 y s,
r
uy4 nq4 ty3 2 Žy4r , « .IR p s hq yq q c , 2Ž . Ž .Ž .Ý Ýs , t I , I
r , tus1 <IgC i snq2ytnq1 u
r , t  r < 4 r , tou C [ I g C i G 2 et n q 2 y t g I et, pour I g C tel queÁ nq1 nq1 1 nq1
Ä 4 i s n q 2 y t pour un u g 1, . . . , r , ou I s ı s 1 - ı s i - ??? - ıÁ Ä Ä Äu 1 2 1 u
4s i - ı s i - ??? - ı s i .Ä Äuy1 uq1 uq1 r r
Ž . Ž .En particulier, pour tout 1 F s F n, on a R p g C ˆ ainsi que las, n s
formule suivante, en posant r s n q 1 y s:
R p s yhqy1 qyŽ4 r , « I .c . 3Ž . Ž .Ýs , n j , ¤ n ¤ n ??? n ¤I 1 i iž /2 r
 4Is i s2-i - ??? -i Fnq11 2 r
1. RELATIONS DE COMMUTATION ENTRE LES pi, j
Le but de cette partie est de montrer que, pour 1 F j F n fixe, les pÂ i, j
commutent deux a deux.Á
LEMME 1.1. Soit 1 F i, k F n, 0 F j F n, et 1 F s F n y 1. On a
ad y p s yq2 p et ad y p s 0 si j / sŽ . Ž .s i , s i , sq1 s i , j
ad x p s yqy2 p et ad x p s 0 si s / j y 1Ž . Ž .s i , sq1 i , s s i , j
ad x p s 0 pour j G 1Ž .n i , j
ad t p s p et ad t p s qŽa k , a jq ??? qa n.p pour j G 1.Ž . Ž .k i , 0 i , 0 k i , j i , j
Preu¤e. On verifie que l'on aÂ
ad Uy t y4ˆ s ad V g = t y4ˆ [ Kt y4ˆ .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .n n n n
ŽŽ . . ŽŽ y. Ž .. Ž Ž ..Donc dim ad V g s dim ad U t y4ˆ y 1 s dim L ˆK n K n K q n
w Ž .xy1 s n d'apres 12, 4.5 )) . Puisque les g , 1 F j F n, sont K-lineaire-Á Ä Âj
Ž .ment independants, on en deduit donc que l'on a ad y g s 0 si i /Â Â Äs i
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Ž . Ž .s q 1 et ad x g s 0 si i / s. D'ou ad x g s g . De plus,Ä Á Ä Äs i s s sq1
Ž . Ž y2 Ž 2 y2 ..Ž 4 .ad x g s q r q y q t y 1 g P et donc, pour tout 1 F u F n,n n n
Ž .ad x g g P.Än u
Ž .On en deduit le lemme en appliquant a 1 successivement ad y , ad x ,Â Á s s
ad x , et ad t et en utilisant le fait que les g , pour 0 F i F n, sontÄn k i
Ž wlineairement independants sur P puisque U , G m P cf. 6, Th. duÂ Â
x.par. 1 .
w xRappelons la proposition de 6, 2 :
PROPOSITION 1.1. Pour tout a g E et b g G ¤ecteurs de poids, onp p
Ž . Ž . Ž . Ž .peut ecrire en omettant le signe somme : D a s t n a m a et D b sÂ 1 1 2
Ž . Ž .b t m m b ou a , a g E sont des ¤ecteurs de poids tels que poids a qÁ1 1 2 1 2 p 1
Ž . Ž .poids a s poids a , b , b g G sont des ¤ecteurs de poids tels que2 1 2 p
Ž . Ž . Ž . Ž .poids b q poids b s poids b . De plus n s 2 = poids a et m s1 2 1 2 1
Ž .y2 = poids b .2
wLa proposition qui suit n'est autre qu'une generalisation de 6, lemmesÂ Â
x2.1, 2.2, 2.3 .
Ž .PROPOSITION 1.2. Soit l, l9 g P p . Soit n , n 9, d , d 9 g Np et g gyn
Ž . X Ž . Ž . X Ž .G , g g G , e g E , et e g E . Alorsp yn yd p yd n 9 p n 9 d 9 p d 9
R g t l e R gX t l9 eXŽ . Ž .Ž . Ž .yn n 9 yd d 9
s qyŽ1r2.Žl , dqd 9. R g gX t l q l9 eX e .Ž .Ž .yn yd d 9 n 9
Remarques. 1. Lorsque les algebres U et U* sont munies de leurÁ
produit classique, a savoir respectivement m et D*, R n'est ni un homo-Á
morphisme ni un antihomomorphisme d'algebres. Par contre, si on munitÁ
ÏU , G m U m E de la multiplication m definie parÂp 0 p
m g t l e m gX t l9 eX s qyŽ1r2.Žl , dqd 9.g gX t l q l9 eX eŽ . Ž . Ž .Ž .yn n 9 yd d 9 yn yd d 9 n 9
alors R devient un homomorphisme de l'algebre U munie de m dansÁ
l'algebre U* munie de D*.Á
2. Avec les structures classiques de multiplication dans U et U*,
R y est presque, a une puissance de q pres, un homomorphismeÁ ÁÏ<U Žb .q
d'algebres et de meme R q est presque un antihomomorphismeÁ Ã Ï<U Žb .q
d'algebres.Á
Plus precisement, on peut relier R y et R q avec les applicationsÂ Â Ï Ï<U Žb . <U Žb .q qy q w x Ž .b et b introduites dans 3 . On verifie que, pour l g P p , g gÂ yn
Ž . Ž .G , et e g E avec n g Np , on ap yn n p n
l
Žn , lr2. yqR g t l s q b S g t yÏŽ . Ž .Ž . < Ž .U b *yn ynq ž /ž /2
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et
l
qyR t l e s b t e .ÏŽ .Ž . < Ž .U b *n nq ž /ž /2
Grace a la proposition 1.2, on retrouve le fait que bq et by sont desÃ Á
Ž w x.antihomomorphismes d'algebres cf. 3, 3.2 .Á
Preu¤e de la proposition. Soit a g E et b g G des vecteurs de poidsp p
Ž .et l0 g P p . Supposons d'abord que le poids de a soit egal a n q d et leÂ Á
poids de b a yn 9 y d 9.Á
Grace a la proposition 1.1 et avec ses notations on a, en utilisant lesÃ Á
proprietes de R,Â Â
R g t l e R gX t l9 eX bt l0 aŽ . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .yn n 9 yd d 9
s R g t l e , b t m q n q l0 aŽ . Ž .Ž .yn n 9 1 1 1 1
= R gX t l9 eX , b t l0 aŽ . Ž .Ž .yd d 9 2 2
s R g , a R e , b qŽy1r4.Žl , m1qn 1ql 0 .Ž . Ž .yn 1 n 9 1
= X X Žy1r4.Žl9 , l0 .R g , a R e , b q par iŽ . Ž . Ž .yd 2 d 9 2
s R g , t n a R e , b t m qyŽ1r4.Žl , m1qn 1ql 0 .Ž . Ž .Ž . Ž .yn 1 1 n 9 1 1
=R gX , a R eX , b qŽy1r4.Žl9 , l0 .Ž . Ž .yd 2 d 9 2
s qyŽ1r4.Žlql9 , l0 .qŽy1r4.Žl , 2 dq2 d 9.
= X XR g g , a R e e , b par iii , iv , vŽ . Ž . Ž . Ž . Ž .yn yd d 9 n 9
X XŽy1r2.Žl , dqd 9.s q R g g t lql9 e e bt l0 a par i .Ž . Ž . Ž .Ž .Ž .yn yd d 9 n 9
Enfin, si le poids de a n'est pas egal a n q d ou le poids de b a yn 9 y d 9,Â Á Á
les premiere et derniere des lignes de calculs ci-dessus s'annulent d'apresÁ Á Á
Ž .la propriete v de R. D'ou la proposition.Â Â Á
Le theoreme qui suit est la cle de la premiere partie. Il sera demontreÂ Á Â Á Â Â
en plusieurs etapes.Â
 4THEOREME 1. Soit s g 1, . . . , n . Alors il existe des elements r de P,Â Á ÂÂ s, n, k
pour 0 F k F n y 1, tels que
ny1
p g s g p q g r .ÄÝs , n n n s , n k s , n , k
ks0
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Debut de la preu¤e du theoreme. Nous allons donner, dans les lemmesÂ Â Á
Ž . Ž .1.5 et 1.6, deux expressions differentes de R p R g ce qui nousÂ s, n n
permettra en les comparant d'en deduire le theoreme 1. Pour cela, nousÂ Â Á
Ž . Ž .utiliserons l'expression 3 de R p .s, n
Pour 1 F i F n, posons j s n q 1 y i.
Soit l'application lineaireÂ
F : L ˆ “ L ˆ m UwŽ . Ž .q i q i
¤ ‹ ¤ m c .Ý J j , ¤J
jJgCnq1
Soit 1 F i, k F n et j s n q 1 y i et l s n q 1 y k.
Ž . Ž .Pour ¤ g L ˆ et ¤ 9 g L ˆ , soitq i q k
ÄF ¤ n F ¤ 9 [ ¤ n ¤ m c c .Ž . Ž . Ž .Ý S T j , ¤ j , ¤ 9S T
jSgCnq1
lTgCnq1
Ž . Ž . Ž .PROPOSITION 1.3. Pour ¤ g L ˆ et ¤ 9 g L ˆ 1 F i, k F n , on aq i q k
ÄF ¤ n F ¤ 9 s F ¤ n ¤ 9 .Ž . Ž . Ž .
ÄŽ . Ž .Pre¤e. Soit c : ¤ n ¤ 9 ‹ F ¤ n F ¤ 9 . On verifie que le diagrammeÂ
suivant est commutatif,
l 6U m L ˆ n L ˆ L ˆ n L ˆŽ . Ž . Ž . Ž .Ž .q i q k q i q k
6
n
id mcU
6
wU m L ˆ n L ˆ m UŽ . Ž .Ž .q i q k
Ž Ž .. Ž . Ž .ou l u m ¤ n ¤ 9 s u. ¤ n ¤ 9 s u .¤ n u .¤ 9 si D u s u m u , etÁ 1 2 1 2
Ž Ž . . Ž . wn u m ¤ n ¤ 9 m j s j u ¤ n ¤ 9 pour u g U, j g U et ¤ n ¤ 9 g
Ž . Ž . w xL ˆ n L ˆ . On peut alors conclure grace a 8, 1.4.11 .Ã Áq i q k
 4Reprenons s g 1, 2, . . . , n et r s n q 1 y s.
r Är r <LEMME 1.2. Soit I et J dans C . Posons C s K g C « G «nq1 nq1 nq1 K I
4et « G « . Alors on aK J
c s R g t y4« e ,Ž .Ž .ÝI , J J , K K I , K
rÄKgCnq1
Ž . Ž .ou g g G et e g E .Á J , K p « y« I, K p « y«J K K I
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w x Ž . rPreu¤e. D'apres 8, 1.4.7 , on a m* c s Ý c m c .Á I, J K g C I, K K , Jnq 1
Soit K g C r et cy [ c y et cq [ c q .Ï Ïnq1 I, K I, K <U Žb . K , J K , J <U Žb .q q
Ž y . Ž q .On verifie aisement que c / 0 « « G « et c / 0 « « G « .Â Â I, K K I K , J K J
ÄrSoit K g C . On montre facilement qu'il existe e g E de poidsnq1 I, K p
y Ž Ž . .« y « et g g G de poids « y « tels que c s R t y4« eK I J , K p J K I, K K I, K
q Ž Ž ..et c s R g t y4« .K , J J , K K
Ž .Soit a g E , b g G , et n g P p .p p
On a
c bt n a s m* c bt n m aŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .I , J I , J
s c bt n c aŽ . Ž .Ž .Ý I , K K , J
rKgCnq1
s cy bt n cq aŽ . Ž .Ž .Ý I , K K , J
rÄKgCnq1
s R t y4« e , bt n R g t y4« , aŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .Ý K I , K J , K K
rÄKgCnq1
s R g t y4« e bt n a .Ž . Ž .Ž .Ž .Ý J , K K I , K
rÄKgCnq1
Ž .Rappelons la formule 3 . Le lemme qui suit donne l'expression des
Ïtermes de p dans la decomposition triangulaire de U , G m U m E .Âs, n p 0 p
 4 LEMME 1.3. Soit I s i s 2 - i - ??? - i et J s j s 1 - j s1 2 r 1 2
4 ri - ??? - j s i dans C . On a2 r r nq1
Ry1 c s a t y4« y 4« y 4l b e c e )Ž . Ž . Ž .ÝI , J l 1 2 l l ny1 l n
lgL
r
q d t y4« y 4« y 4n f e ))Ž . Ž .ÄÝ Ý l 1 2 l l nq2yi k
ks2 lgL
q h t y4« y 4m k e )))Ž . Ž .Ý l 1 l l n
lgL
ou L est une partie finie de N et ou, pour tout l g L, a , d , h g G ,Á Á l l l p 9
 4 ny1b , c , f , k g E a¤ec p 0 s a , . . . , a , et l , n , m g Ý Zˆ .l l l l p 0 1 ny2 l l l is1 i
Preu¤e. D'apres la proposition 1.3, on aÁ
c s c cI , J 2, 1 i n ??? n i , i n ??? n i2 r 2 r
r
uy12q yq c c .Ž .Ý i , 1 2 n i n ??? n i n i n ??? n i , i n ??? n iu 2 uy1 uq1 r 2 r
us2
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Ž Ž .. Ž w x.Comme c s R t y4ˆ cf. 8, 7.1.22 , on verifie facilement que, pourÂ1, 1 n
y1Ž . Ž . Ž .ky1 2 ky3tout k G 2, R c s h t y4ˆ e ou h s y1 hq .Ä Ák , 1 k n nq2yk k
Ž nq1  4 .De plus, pour m g Z, Ý m « s 0 « ; i g 1, . . . , n m s m .i is1 i i i iq1
r Ž .Donc, pour K et K 9 dans C , on a K / K 9 « « / « .nq1 K K 9
Ž .D'apres la proposition 1.2, il existe alors L ; P p et, pour chaqueÁ
l g L, des vecteurs g g G et e j g E , 1 F j F r, tels que l'on aitl p l p
r
jc s R g t y4ˆ q l e eŽ . ÄÝ Ý ž /I , J l n l nq2yi j
js1 lgL
Äret tels qu'il existe, avec les notations du lemme 1.2, K g C , g gnq1 J , K
Ž . Ž .G , et e g E pour lesquels on a g s g , e sp « y« I, K p « y« J , K l I, KJ K K I
Ýr e j e , et y4« s y4ˆ q l.Äjs1 l nq2yi K nj
w x Ž .D'apres 6, lemme 2.7 , on a c g R P . De plus c est de poids a .Á I, J I, J n
Är Ž .Soit K g C tel que t y4« apparaisse dans la decomposition deÂnq1 K
y1 ÏŽ .R c dans G m U m E . Alors g g G et, pour l s y4« qI, J p 0 p J , K p 9 K
4ˆ , le poids des e j, 1 F j F r, est dans Ýny1Na puisque a figure dejaÂ Án l is1 i n
dans le poids de e pour tout j s 1, . . . , r.Änq2yi j
Ž  4 .En outre g g G _ 0 « « s « s ˆ « k s 1 car « y « F 0J , K p 9 k 1 n 1 J K1
et car a ne figure pas dans « y « .n J K
On a
« y « s « y « q « q ??? q« y « y ??? y«K I 1 2 k k i i2 r 2 r
s a q « q ??? q« y « y ??? y« .n k k i i2 r 2 r
Puisque i G 3 pour tout u G 2, on constate que:u
}si k G 3 alors « y « s a q Ýny2 m a avec m g N pour tout i2 K I n is1 i i i
et donc il existe g s g g G , e s e1 g E , et n s « y « g Ýny1ZˆJ , K p 9 l p 0 K 1 is1 i
tels que
g t y4« e s gt y4ˆ y 4n ee ;Ž . Ž .J , K K I , K n n
}si k s 2 alors « y « s a q a q Ýny2 mX a avec mX g N pour2 K I n ny1 is1 i i i
tout i et donc il existe g s g g G , m s « y « y « g Ýny1Zˆ , et,J , K p 9 K 1 2 is1 i
j j Žpour j G 2, e s e g E car, pour tout j G 2, le poids de eÄl p 0 nq2yi j
ny2 . 1 1appartient a a q a q Ý Na et e s e s Ý m e n avec SÁ n ny1 is1 i l sg S s ny1 s
Ž .fini et m , n dans E pour tout s g S car e s e est de poids aÄs s p 0 nq2yi n n1
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tels que
r
jg t y4« e s gt y4« y 4« y 4m e eŽ . Ž . ÄÝJ , K K I , K 1 2 nq2yi j
js1
r
js gt y4« y 4« y 4m e eŽ . ÄÝ 1 2 nq2yi j
js2
q gt y4« y 4« y 4m m e n e .Ž .Ý 1 2 s ny1 s n
sgS
D'ou le lemme.Á
LEMME 1.4. On a les egalites sui¤antesÂ Â
g e s q4e g mod PŽ .n n n n
pour 1 F k F n y 1 g e s q2e g mod PŽ .Ä Än k k n
g e s qy2 e gn ny1 ny1 n
pour tout a g E g a s ag .p 0 n n
Preu¤e. La preuve est aisee. Utilisant les relations verifiees par lesÂ Â Â
Ž w x.generateurs de U cf. 11, 4.3 , on verifie que l'on aÂ Â Â
q2
4 4g e s q e g y t y 1 .Ž .n n n n n2 y2q y q
Puis on applique successivement ad x , ad x , etc., pour obtenir lany1 ny2
deuxieme egalite du lemme. La troisieme et la quatrieme egalites decou-Á Â Â Á Á Â Â Â
w xlent immediatement de 11, 4.3 .Â
LEMME 1.5. Pour tout 1 F s F n, on a
R p R g s q2 R p g mod R P .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .s , n n s , n n
Ž . Ž .Preu¤e. Soit l g P p . Soit m, m9 g Np et g g G et e gym p 9 ym m9
Ž .E . D'apres la proposition 1.2, on aÁp m9
R g t l e R g s qŽ1r2.Žl , a n. R g t l g e . 4Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .ym m9 n ym n m9
Ž .Appliquons la formule 4 ci-dessus a un terme de p de la formeÁ s, n
Ž . Ž .g t l e . D'apres 3 et le lemme 1.3 et avec les notations de ce dernier,Áym m9
Ž . Ž . Ž .celui-ci est du type ) , )) , ou ))) . Le lemme 1.5 decoule alors desÂ
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relations de commutation entre e et g donnees par le lemme 1.4. PlusÂm9 n
Ž .precisement, on verifie que, lorsque g t l e correspond a un elementÂ Â Â Á Â Âym m9
Ž .du type ) , on a
R g t l e R gŽ . Ž .Ž .ym m9 n
Ž1r2.Žy4« y4« y4l , a .1 2 l ns q R g t l g e d'apres 4Ž . Ž .ÁŽ .ym n m9
s q2 R g t l e g mod R PŽ . Ž .Ž .Ž .ym m9 n
ny1 Žcar « s ˆ , « s ˆ y ˆ , et l g Ý Zˆ donc y4« y 4« y1 n 2 ny1 n l is1 i 1 2
.4l , a s 0 et carl n
g e s g b e c en m9 n l ny1 l n
s qy2 q4 b e c e g mod P d'apres le lemme 1.4Ž . Ž .Ál ny1 l n n
s q2e g mod P .Ž .m9 n
Ž .De meme on peut verifier que, lorsque g t l e correspond a unÃ Â Áym m9
Ž . Ž .element du type )) ou ))) , on obtient egalementÂ Â Â
R g t l e R g s q2 R g t l e g mod R P .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .ym m9 n ym m9 n
D'ou le lemme 1.5.Á
LEMME 1.6. Soit 1 F s F n. Il existe des elements rX de P, pourÂÂ s, n, k
0 F k F n y 1, tels que
ny1
X2R p R g s q R g p q R g r .Ž . Ž . Ž . Ž .ÄÝs , n n n s , n k s , n , k
ks0
Preu¤e. Nous allons d'abord montrer
c R p s q2 R p c . 5Ž . Ž . Ž .1, 1 s , n s , n 1, 1
Ž . Ž . Ž .Soit m, m9 g Np , g g G , e g E , et l g P p . D'apres laÁym p 9 ym m9 p m9
proposition 1.2, on a
R t y4ˆ R g t l eŽ . Ž .Ž . Ž .n ym m9
s qŽ1r2.Žy4ˆ n , m9ym . R g t l e t y4ˆ . 6Ž . Ž . Ž .Ž .ym m9 n
Ž . Ž .Prenons pour g t l e un terme de p . Alors, d'apres 6 ,Áym m9 s, n
Ž Ž .. Ž . y2 Ž Ž ..R t y4ˆ R p s q R p t y4ˆ car p est de poids a ; cf.n s, n s, n n s, n n
lemme 1.1.
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D'autre part, la proposition 1.2 nous donne aussi
R g t l e R t y4ˆ s qŽy4ˆ n , m9. R g t l e t y4ˆ .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .ym m9 n ym m9 n
Comme p est dans P et de poids a , on a necessairement m9 s a qÂs, n n n
Ýny1m a ou m g N pour tout i s 1, . . . , n y 1. Par consequent,Á Âis1 i i i
Ž . Ž Ž .. y4 Ž Ž .. Ž .R p R t y4ˆ s q R p t y4ˆ . On obtient ainsi 5 puisque,s, n n s, n n
Ž Ž ..rappelons-le, c s R t y4ˆ .1, 1 n
r Soit r s n q 1 y s. Considerons, dans C , I s i s 2 - i - ??? -Â nq1 1 2
4  4 w Ž .xi et J s j s 1 - j s i - ??? - j s i . D'apres 8, 9.1.4 ii on aÁr 1 2 2 r r
c c s q2Ž« J , « nq 1.y2Ž« I , « 1.c c . 7Ž .1, nq1 I , J I , J 1, nq1
 4Remarquons que, par definition de la base ¤ choisie dansÂ i 1F iF nq1
Ž .L ˆ , on a x ? ¤ s ¤ pour tout 1 F k F n et x .¤ s 0 pourq n k nq2yk nq1yk k j
tout j / n q 2 y k.
Utilisons la structure de U-module a gauche sur Uw en appliquant aÁ Á
Ž .gauche de l'egalite 7 successivement x , x , . . . , x . On obtient, d'apresÂ Â Á1 2 ny1
la remarque ci-dessus,
nq1
2Ž« , « .y2Ž« , « .J 2 I 1c c s q c c q b c c 8Ž .Ý1, 2 I , J I , J 1, 2 k 1, k I , Jk
ks3
avec b g K et c s c .k I, J j , x x ??? x .¤k I ny1 ny2 nq2yk J
 4 Ž .De plus, pour tout k g 3, . . . , n q 1 , c est dans R P .I, Jk
En effet, si s s n, alors ¤ s ¤ et donc u.¤ s 0 pour tout u g Uq ouÁJ 1 J q
q Ž .qU s ker « . Si s - n alors ¤ s ¤ n ¤ avec ¤ g L ˆ et, pour toutq <U J 1 q sq1
q Ž . wu g U , on a u.¤ s ¤ n ¤ 9 avec ¤ 9 g L ˆ donc, d'apres 6, lemmeÁJ 1 q sq1
x Ž .2.7 , c g R P .j , u.¤I J
Ž . Ž . Ž .La formule 8 nous donne donc, puisque « , « y « , « s 0,J 2 I 1
nq1
c c s c c q c d 9Ž .Ý1, 2 I , J I , J 1, 2 1, k k
ks3
Ž .avec d g R P pour tout 3 F k F n q 1.k
Pour terminer, on verifie que l'on a, pour 2 F k F n q 1,Â
c s yhqy4 kq7R g t y4ˆŽ .Ž .Ä1, k nq2yk n
s yhqy4 kq5c R g d'apres la proposition 1.2.Ž .Ä Á1, 1 nq2yk
Ž . Ž .De cette derniere egalite et des formules 3 et 5 decoule le lemme 1.6Á Â Â Â
Ž . Ž .puisque, de plus, par la proposition 1.2, nous avons l'egalite R g R u sÂ Â
Ž .R gu pour tout g g G et tout u g U.p
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La comparaison des lemmes 1.5 et 1.6 nous donne le theoreme 1.Â Á
COROLLAIRE 1.1. Soit 1 F s F n et 1 F j F n y 1. Alors il existe des
elements r de P, pour 0 F k F n y 1, tels queÂÂ s, j, k
ny1
p g s g r .Ä ÄÝs , n j k s , j , k
ks0
Ž .Preu¤e. Cette egalite s'obtient en appliquant ad y ??? y aux deuxÂ Â j ny1
membres de l'egalite du theoreme 1, tout en utilisant le lemme 1.1.Â Â Â Á
COROLLAIRE 1.2. Soit 1 F s, t F n. Alors on a
p p s p p .s , n t , n t , n s , n
Ž .Preu¤e. D'apres 1 on aÁ
n
p z s p g pÄÝt , n s t , n j s , jž /
js0
ny1
s p g p q p g pÄÝt , n n s , n t , n j s , j
js0
ny1 ny1 ny1
s g p p q g r p q g r pÄ ÄÝ Ý Ýn t , n s , n k t , n , k s , n k t , j , k s , j
ks0 js0 ks0
d'apres le theoreme 1 et le corollaire 1.1. Mais on a aussi p z s z p .Á Â Á t, n s s t, n
D'ou le corollaire en egalant les coefficients de g , puisque les g , pourÁ Â Än k
0 F k F n, sont P-lineairement independants.Â Â
COROLLAIRE 1.3. Soit 1 F k, s, t F n. Alors on a
p p s p p .s , k t , k t , k s , k
Preu¤e. Se demontre par recurrence decroissante sur k grace au corol-Â Â Â Ã
laire 1.2 pour le rang n et en appliquant ad x 2 a l'hypothese de recurrenceÁ Á Âk
faite au rang k q 1 tout en utilisant le lemme 1.1.
2. LOCALISATION PAR LE SEMI-INVARIANT d
Ž .Soit m g N*. Pour une matrice A s a a coefficients dans U,Ái, j 1F i, jF m
on pose
det A s « s a a ??? a ,Ž . Ž .Ý s Žm. , m s Žmy1. , my1 s Ž1. , 1
sgSm
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 4 Ž .ou S est le groupe des permutations de 1, . . . , m et « s est laÁ m
signature de la permutation s .
ÄŽ . Ž .Soit P [ p et d s det P . Compte tenu du corollaire 1.3,i, j 1F i, jF n
les elements de chaque colonne de P sont deux a deux permutables.Â Â Á
Rappelons la definition d'un semi-invariant de P pour son action ad-Â
jointe: on dit que p g P est semi-invariant pour l'action adjointe de P
Ž .lorsque, pour tout u g P, on a ad u p g K p.
w xD'apres 6, 3.2 , l'ensemble des semi-invariants de P pour son actionÁ
s Ž . Ž .adjointe s'ecrit D Kd ou d appartient au ad P-module ad P t y4rÂ Ásg N
Ž .et a pour poids n q 1 ˆ . Deux semi-invariants de P pour ad P non nulsn
qui ont le meme poids sont donc egaux a un scalaire multiplicatif pres.Ã Â Á Á
THEOREME 2. A un scalaire multiplicatif non nul pres, on aÂ Á Á
Äd s d.
Preu¤e. Le theoreme 2 decoule des lemmes 2.1]2.4 ci-dessous. NousÂ Á Â
Äallons y demontrer que d est non nul, que c'est un semi-invariant de PÂ
Ž .pour ad P et que son poids est n q 1 ˆ .n
Ž .LEMME 2.1. Soit m g N* et A s a une matrice quelconque aÁi, j 1F i, jF m
coefficients dans U. Soit A la matrice deduite de A en supprimant la iiemeÂ Ái, j
ligne et la jieme colonne. Alors on aÁ
det A s a det A y a det AŽ . Ž . Ž .m , m m , m my1, m my1, m
my kq ??? q y1 a det AŽ . Ž .k , m k , m
my 1q ??? q y1 a det A .Ž . Ž .1, m 1, m
Ž .Preu¤e. Decoule de la definition de det A .Â Â
Ž .LEMME 2.2. Soit m g N* et A s a une matrice a coefficientsÁi, j 1F i, jF m
dans U telle que les elements de chaque colonne soient deux a deux permuta-ÂÂ Á
Ž .bles. Si deux colonnes consecuti¤es de A sont egales alors det A s 0.Â Â
Preu¤e. Etudions d'abord le cas ou les deux dernieres colonnes de AÁ Á
Ž .sont egales. Soit t la transposition m y 1, m et s une permutationÂ
 4quelconque de 1, 2, . . . , m .
On a
a a ??? a q « t a a ??? aŽ .s Žm. , m s Žmy1. , my1 s Ž1. , 1 st Žm. , m st Žmy1. , my1 st Ž1. , 1
s a a ??? a y a a ??? a .s Žm. , m s Žmy1. , my1 s Ž1. , 1 s Žmy1. , m s Žm. , my1 s Ž1. , 1
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Or a s a , a s a car les deux dernieresÁs Žmy1., my1 s Žmy1., m s Žm., my1 s Žm., m
colonnes de A sont egales. De plus les elements de la mieme colonne sontÂ Â Â Á
Ž .deux a deux permutables. Donc det A s 0.Á
Si ce ne sont pas les deux dernieres colonnes qui sont egales, onÁ Â
applique le lemme 2.1 jusqu'a ce que, dans les determinants des matricesÁ Â
extraites, on ait les deux dernieres colonnes egales.Á Â
ÄNous allons maintenant montrer que d est non nul.
Pour cela, considerons la graduation sur U associee a la filtrationÂ Â Á
1 Žad-invariante entierement determinee par le degre a valeurs dans Z cf.Á Â Â Â Á 2
w x. Ž . Ž . Ž Ž ..8, 7.1.25 telle que deg e s deg g s 0 et deg t a s 1 pour touti i i
Ž .1 F i F n. Nous noterons gr U le gradue associe a cette filtration.Â Â Á
LEMME 2.3. A un scalaire multiplicatif non nul pres,Á
Ägr d s gr t y4 n q 1 ˆ q 4r e e ??? e .Ž .Ž . Ž . Ä ÄŽ .n n ny1 1
Ž .Preu¤e. Soit 1 F s, t F n et r s n q 1 y s. Rappelons l'expression 2
Ž . r , tde R p et appliquons le lemme 1.2 a I g C tel que i s n q 2 y tÁs, t nq1 u
Ä 4 pour un u g 1, . . . , r et a I s ı s 1 - ı s i - ??? - ı s i -Á Ä Ä Ä1 2 1 u uy1
4ı s i - ??? - ı s i ,Ä Äuq1 uq1 r r
c s R g t y4« eŽ .Ž .Ä ÄÝI , I I , K K I , K
rÄKgCnq1
Ž . Ž . Ž Ž .avec g g G et e g E . g g G car c g R P etÄ Ä ÄI, K p 9 « y« I, K p « y« I, K p 9 I, IÄI K K I
 4 .donc « y « g Np 9 avec p 9 s a , . . . , a .ÄK I 1 ny1
 4 r w xConsiderons K s k - ??? - k dans C . D'apres 2, planche I ,Â Á1 r nq1
 4pour l g 1, . . . , r , on a
1
« s a q 2a q ??? q n y k a q n q 1 y k aŽ . Ž .k 1 2 l nyk l nq1ykl l ln q 1
y k y 1 a y ??? ya .Ž .l nq2yk nl
ÄDonc, pour I et I comme ci-dessus, on en deduit, apres calcul deÂ Á
Är« y « , que si K g C alors k s 1. De plus, pour la graduationÄK I nq1 1
Ž Ž .. Ž .definie ci-dessus, on a deg t y4« s 4k y 2 n q 2 pour tout 1 FÂ k ll
l F r.
r Ž .Donc, pour r s n q 1 y s fixe, la partie K de C telle que t y4«Â nq1 K
soit de degre maximal parmi les parties contenant 1 estÂ
 41; s q 2; s q 3; ??? ; n q 1 si s - n
K ss ½  41 si s s n.
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Apres calcul du coefficient, qui doit etre negatif ou nul, de a dansÁ Ã Â nq1yõÄl
« y « , pour 2 F l F r, il decoule aisement que:Â ÂÄI K s Ä r , t rŽ .}Si s q t G n q 1 alors il existe un seul couple I, I de C = Cnq1 nq1
Ž . Ž . y1Ž .figurant dans 2 tel que t y4« apparaisse dans R c , a savoir,ÁÄK I, Is
 4I s n q 2 y t ; s q 2; s q 3; ??? ; n q 1 si s - ns , tÄI s K et I ss ½  4I s n q 2 y t si s s ns , t
Ž n .car on verifie egalement que « y « s Ý a g Np .Â Â K I lst ls s, t
Ž . Ž Ž ..}Si s q t - n q 1 alors deg p - deg t y4« .s, t K sÄ ÄŽ . Ž . Ž .Puisque d s det P , on en deduit que gr d s gr p p ??? p aÂ Á1, n 2, ny1 n, 1
un scalaire multiplicatif non nul pres.Á
Supposons maintenant que s q t s n q 1 et determinons l'expressionÂ
Ï y1Ž . Ž . Ž . Ž Ž ..dans gr U , gr G m U m E de gr p s gr R c a unÁp 0 p s, t I , Ks, t s
scalaire multiplicatif non nul pres.Á
D'apres le lemme 1.2 on aÁ
gr Ry1 c s gr t y4« .Ž . Ž .Ž .Ž .K , K Ks s s
Alors, la filtration associee a cette graduation etant ad-invariante, on enÂ Á Â
deduit queÂ
gr ad x ??? x t y4« s ad x ??? x gr Ry1 cŽ . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .Ž . Ž .t n K t n K , Ks s s
s gr ad x ??? x Ry1 cŽ . Ž .Ž .Ž .t n K , Ks s
s gr Ry1 ad S x ??? x *c .Ž .Ž .Ž .Ž .ž /t n K , Ks s
Puisque s q t s n q 1 on a x .¤ s 0 pour tout t F l F n. Donc, a unÁl K s
Ž Ž Ž ...scalaire multiplicatif non nul pres, ad S x ??? x *c s c etÁ t n K , K I , Ks s s, t s
Ž Ž .. Ž . Ž .ad x ??? x t y4« s t y4« e comme on le verifie aussi.Ä Ât n K K ts s
Par consequent, a un scalaire multiplicatif non nul pres, on aÂ Á Á
gr Ry1 c s gr t y4« eŽ . ÄŽ .Ž .Ž .I , K K ts , t s s
ou encore
gr p s gr t y4« e .Ž . ÄŽ .Ž .s , t K ts
Comme « s ˆ y ˆ on en deduit le lemme.ÂK n nyss
LEMME 2.4. On a
Äad x d s 0 pour tout 1 F i F nŽ .i
Äad y d s 0 pour tout 1 F j F n y 1Ž .j
Ä Ž .et le poids de d est n q 1 ˆ .n
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ÄŽ . ŽPreu¤e. Soit 1 F s F n y 1. D'apres le lemme 1.1, ad x d resp.Á s
ÄŽ . .ad y d est a un scalaire multiplicatif non nul pres le determinant de laÁ Á Âs
Ž . Žmatrice P ou la s q 1 ieme colonne est remplacee par la sieme resp. ouÁ Á Â Á Á
Ž . .la sieme colonne est remplacee par la s q 1 ieme . Alors d'apres leÁ Â Á Á
Ä ÄŽ . Ž Ž . .lemme 2.2 on a ad x d s 0 resp. ad y d s 0 .s s
Ž .D'autre part, puisque ad x p s 0 pour tout 1 F i, j F n, on enn i, j
ÄŽ .deduit que ad x d s 0.Â n
ÄEnfin le poids des p nous donne le poids de d qui esti, j
a q a q a q ??? q a q ??? qaŽ . Ž .n ny1 n 1 n
s na q n y 1 a q ??? qa s n q 1 ˆ .Ž . Ž .n ny1 1 n
ÄFin de la preu¤e du theoreme 2. Le lemme 2.3 permet d'affirmer que dÂ Á
est non nul et le lemme 2.4 que c'est un semi-invariant de P pour son
Äw xaction adjointe d'apres 6, 3.1.2 . On peut donc conclure que d s d a unÁ Á
w xscalaire multiplicatif non nul pres grace a 6, 3.2.2 puisqu'ils ont le memeÁ Ã Á Ã
Äpoids. Desormais on identifiera d et d.Â
Designons par P la matrice deduite de P en supprimant la iiemeÂ Â Ái, n
Ž .nq i Ž .ligne et la nieme colonne et soit q [ y1 det P .Á i, n i, n
LEMME 2.5. On a
n
g d s z y p q .Ž .Ýn i i , 0 i , n
is1
Preu¤e. D'apres le lemme 2.1, on aÁ
n
Äd s det P s p q . 10Ž . Ž .Ý i , n i , n
is1
Ž y1 . y1Soit 1 F i F n. Le lemme 1.1 permet d'affirmer que ad t q s q qny1 i, n i, n
Ž .et que ad x q s 0 car la nieme colonne de P ne figure pas dansÁny1 i, n
q .i, n
Ž .Appliquant ad x a 10 on obtient, grace aux lemmes 1.1 et 2.4,Á Ãny1
n
0 s p q . 11Ž .Ý i , ny1 i , n
is1
Soit maintenant 1 F j F n y 2 et j F k F n y 2. D'apres les lemmes 1.1Á
Ž .et 2.2, on a ad x q s 0 car on obtient deux colonnes consecutivesÂk i, n
Ž . m kegales. De plus ad t q s q q ou m g Z ne depend pas de i.Â Á Âk i, n i, n k
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Ž . Ž .Appliquant ad x ??? x a l'egalite 11 on trouveÁ Â Âj ny2
n
0 s p q . 12Ž .Ý i , j i , n
is1
Ž .Rappelons la formule 1 :
n
z y p s g p pour tout 1 F i F n.ÄÝi i , 0 j i , j
js1
Alors
n n n
Äz y p q s g p q s g d s g dŽ . Ä ÄÝ Ý Ýi i , 0 i , n j i , j i , n n n
is1 js1 is1
ÄŽ . Ž . Ž .d'apres 10 , 11 , et 12 et l'identification de d avec d. D'ou le lemme.Á Á
Ž .nq iŽ 2 .nyk Ž .Soit 1 F k F n et 1 F i F n. On note q [ y1 yq det Pi, k i, k
ou P est la matrice deduite de P en supprimant la iieme ligne et laÁ Â Ái, k
k ieme colonne. On a alors le lemme suivantÁ
LEMME 2.6. Soit 1 F k F n. On a
n
g d s z y p q .Ž .Ä Ýk i i , 0 i , k
is1
Preu¤e. Pour k s n, c'est le lemme 2.5.
Ž .Pour k F n y 1, il suffit d'appliquer ad y ??? y a l'egalite du lemmeÁ Â Âk ny1
2.5 en utilisant les lemmes 1.1 et 2.4.
THEOREME 3. L'ensemble des puissances de d est une partie oreenne deÂ Á Â
P et de U et si l'on note P le localise de P par rapport a d et U le localiseÂ Á Âd d
de U par rapport a d, on aÁ
w xU s P z , z , . . . , z .d d 1 2 n
Preu¤e. d et les puissances de d etant ad P-semi-invariants, il est clairÂ
que l'ensemble des puissances de d est de Ore dans P.
Posons z s 1. D'apres le lemme 2.6, pour tout 1 F k F n, on aÁ0
n
g d s z q 13Ž .Ä Ýk i i , k
is0
avec q g P pour tout 0 F i F n.i, k
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Ž . Ž .Soit u g U. Comme U s m G m P , on deduit de 13 qu'il existe k g NÂ
“ nŽ .“et u g P ou ı s i , . . . , i decrit une partie finie I de N tel que l'on aitÁ Âı 1 n
yk i1 i n “u s d z ??? z u . 14Ž .Ý 1 n ı
“ıgI
Soit s g N. Comme ds est semi-invariant dans P
“ s s<“ “ “; ı g I ’¤ g P d u s ¤ dı ı ı
et donc
< p s’p g N et ’¤ g U d u s ¤d .
De meme on montreÃ
< r s’ r g N et ’w g U ud s d w.
Par consequent l'ensemble des puissances de d est de Ore dans U, resultatÂ Â
que l'on aurait pu prouver directement grace au transfert de la proprieteÃ Â Â
Ž w x.de Ore cf. 9, par. 1 .
Ä Ž .Posons K s Fract P . Soit r g N* et N l'ensemble des n-upletsr
Ž . ni , . . . , i g N tels que i q ??? qi F r.1 n 1 n
i1 i n Ä Ä i1 i n ÄSoit W s Ý z ??? z K et W s Ý g ??? g K.Ä Är Ž i , . . . , i .g N 1 n r Ž i , . . . , i .g N 1 n1 n r 1 n ri1 i n Ž . nPuisque U , G m P et que les g ??? g , pour i , . . . , i g N , sontÄ Ä1 n 1 n
 i1 i n4K-lineairement independants, on en deduit que g ??? g estÂ Â Â Ä Ä1 n Ž i , . . . , i .g N1 n rÄ Äune base du K-espace vectoriel W .r
Ä ÄŽ .Or de 13 decoule que W ; W . Par consequent dim W F dim W .Â Â Ä Är r K r K r
Ä ÄŽ .Mais dim W F card N s dim W . Donc W s W et les z , pour 1 F i FÄ ÄK r r K r r r i
Ž . Ž .n, sont Fract P -algebriquement independants. De 14 on deduit donc queÂ Â Â
w xU s P z , . . . , z . 15Ž .d d 1 n
Pour terminer, nous allons montrer que, du theoreme 3, decoule laÂ Á Â
Ï Ž Ž ..preuve de la conjecture de Gelfand]Kirillov dans le cas de U sl C .q nq1
COROLLAIRE 2.1. Le corps des fractions de U est isomorphe a un certainÁ
corps de Weyl quantique.
Ž .  < Ž . 4 Ž . Preu¤e. Soit F U [ u g U dim ad U u - ‘ et F P [ p g
< Ž . 4 w x Ž . Ž .P dim ad P p - ‘ . D'apres 6, lemme 3.1.1 , on a F P ; F U .Á
n Ž .Ž .Soit x , . . . , x des scalaires, I s Ý F U z y x et D la K-algebreÁ1 n is1 i i q
w xdefinie dans 9, 4.8, 4.9 .Â
w Ž .xD'apres 9, 4.8 vi , D est isomorphe comme K-algebre au produitÁ Áq
croise Uy a Uq. De plus, comme nous l'avons signale dans l'introduction,Â Â
w x Ž y. Ž q.Joseph a montre dans 10 que les corps de fractions Fract U et Fract UÂ
sont engendres par des elements qui q-commutent. Enfin il a indique dansÂ Â Â Â
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w x y10, 6 , que l'on peut denouer grace au coproduit les relations entre U etÂ Ã
q Ž .U . Ainsi Fract D est lui-meme engendre par des elements qui q-com-Ã Â Â Âq
mutent et ces relations de q-commutation sont les seules relations existant
Ž .dans Fract D . Ce dernier est donc un corps de Weyl quantique au sensq
w x w xde 14, def 2 , ou 4, sect. 0 .
w xUtilisant 9, 5.3, 5.5 , on obtient, pour x , . . . , x correctement choisis,1 n
Fract F U rI , Fract D .Ž .Ž . Ž .q
Ž .Mais de 15 decoule aisement queÂ Â
F U , Z U m F P .Ž . Ž . Ž .d d
On en deduit donc que l'on aÂ
Fract F U rI , Fract F P .Ž . Ž .Ž . Ž .
Ž Ž .. Ž Ž . Ž Ž ... w xD'ou Fract F U , Fract Fract D m Fract Z U . Enfin 8, 7.1.13 per-Á q
met de conclure.
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